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On etudie I’algehre restriction d’une algebre uniforme B I’union de deux 
compacts d’interpolation pour cette algebre; le point de depart de ce travail 
est le theoreme de N. Varopoulos, resultat essentiel dans cc’ domainc. On 
obtient tout d’abord une gCn&alisation de ce theoreme, qui d’une part fournit 
une caracterisation de I’algebre restriction quand l’intersection des deus 
compacts est un ensemble pit, et d’autre part nous met en mesure de pour- 
suivre par i’ktude du calcul symbolique pour l’algkbre restriction. Apres une 
etude generale de ce calcul symbolique, nous montrons que, dans le cas de 
I’algebre du disque, les unions de deux compacts d’interpolation sent carac- 
tCrisCes par leur calcul symbolique. 
Ce travail se situe dans le cadre des algebres uniformes, c’est-a- 
dire des algebres de fonctions continues sur un espace topologique 
compact X a valeurs dans @ contenant les constantes, separant les 
points de X et fermee pour la norme de la convergence uniforme sur X. 
On s’interesse ici aux compacts d’interpolation pour une telle 
algebre autrement dit aux parties compactes de X telles que l’ensemble 
des restrictions des elements de l’algebre coi’ncide avec I’ensemble de 
toutes les fonctions continues. 
Plus precisement, nous Ctudions ici I’algebre restriction a l’union 
de deux compacts d’interpolation, reprenant pour ce faire dcs id&es 
utilistes par N. Varopoulos dans la caracterisation qu’il donne du cas 
oti l’union est d’interpolation. 
Dans le premier chapitre, on introduit deux algebres de fonctions 
sur l’union de deux compacts d’interpolation (nous notons ces algebres 
A’ et A”) qui ne dependent de l’algebre uniforme qu’au travers de la 
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metrique pseudo-hyperbolique que cette derniere definit sur l’union 
des deux compacts d’interpolation. On pose en fait: 
Nous montrons, en nous inspirant des methodes de Varopoulos [12], 
que de facon g&kale, l’algebre A/K, u K, est comprise entre ces 
algebres A’ et A”; les deux algebres A’ et A” co’incidant avec 
C(K, u K,) si (et seulement si) K, u K, est uniformement discret 
pour la metrique pseudo-hyperbolique, on retrouve le resultat de 
Varopoulos; d’autre part, notre resultat nous permet de determiner 
l’algebre A,K, u K, quand K, u K, est un ensemble pit du spectre 
de A. Dans le Chapitre 2, on Ctudie les fonctions qui operent sur 
l’algebre AsKI u K, , c’est-a-dire les fonctions y definies sur un ouvert 
0 de C B valeurs dans @ telles que siJ est un Clement de A/K, u Kz 
alors yof E A K, UK, . Nous montrons que si le spectre de A cst 
metrisable, alors quatre cas seulement peuvent se produire (et se 
produisent effectivement): l’ensemble des fonctions qui opt’rent sur 
A/K, u Kz est, soit l’ensemble des fonctions continues, soit l’ensemble 
des fonctions localement lipschitziennes, soit l’ensemble des fonctions 
continument differentiables, soit enfin l’ensemble des fonctions 
holomorphes. Cc resultat rest vrai si on remplace l’hypothese de 
metrisabilite du spectre de A par le fait que l’un des deux compacts est 
completement discontinu; nous ne savons pas s’il est vrai en general. 
Le Chapitre 2 se poursuit par l’etude du calcul symbolique borne 
(cf. definition, p. 28); dans cc cadre on obtient une “quadrichotomie” 
du type precedent saris hypothese de mttrisabilite. Nous tcrminons 
ce chapitre en Cnoncant des resultats analogues qu’on obtient pour le 
calcul symbolique sur l’espace des parties reelles; les methodes &ant 
tres voisines, nous nous sommes content& d’indiquer les resultats. 
Dans le Chapitre 3, on montre que dans le cas de l’algebre du disque, 
l’union de deus compacts d’interpolation est caracterisee par le calcul 
symbolique sur l’algebre restriction. Dans le Chapitre 4, enfin, nous 
montrons sur un exemple que pour une union de trois compacts 
d’interpolation, il existe une infinite (non denombrable) de possibilites 
pour le calcul symbolique. 
Nous avons d’autre part, mis en appendice un resultat sur les 
derivations ponctuelles des algebres de Banach de fonctions; ce resultat 
est de nature t&s differente du reste mais joue un role essentiel dans le 
Chapitre 1. 
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DEFINITIONS ET NOTATIONS ESSENTIEI,LES 
DEFISITIOK 1. Nous appelons algdbre de Banach de fonctions et 
nous noterons (A, X) la donnee d’un espace topologique compact X, 
d’une sous-algebre A de l’algebre C(X) des applications continues de 
X dans @, contenant les constantes et separant les points de X, et 
d’une norme sur R qui fasse de A une algebre de Banach. Signalons 
que toutes les normes qui font de A une algebre de Banach sont 
kquivalentes et sont plus fines que la norme de la convergence uni- 
forme sur X. 
DEFINITION 2. Nous dirons qu’une algebre de Banach de fonc- 
tions (A, X) est une algsbre uniforme si, de plus, A est fermee dans 
C(X) pour la norme de la convergence uniforme sur X; dans ce 
cas, la norme sur (A, X) sera toujours la norme de la convergence 
uniforme. 
DEFINITION 3. Soient (A, X) une algebre de Banach de fonctions 
et K une partie compacte de X. Designons par I, l’ideal de A des 
fonctions (de A) identiquement nulles sur R. D’une part, l’algebre 
A/I, peut &tre consideree comme une algebre de fonctions continues 
de K dans @ (en fait l’algebre des restrictions B K des elements de A); 
d’autre part, le quotient par la surjection canonique A -+ A:?, 
d’une norme qui fait de A une algebre de Banach fait de A I, une 
algebre de Banach. Done (ASIK, K) peut etre consideree comme une 
algebre de Banach de fonctions; dans la suite nous la designerons par: 
alg2bre restriction de A ci A’ et la noterons ,4;K. 
DEFISITION 4. Soient (A, X) une algebre de Banach de fonctions 
et K une partie compacte de son spectre. On dit que K est un compact 
d’interpolation pour A si A/I, s’identifie A I’algebre de toutes les 
fonctions continues sur K; on appelle pente d’interpolation de K la 
pente de l’application lineaire naturelle C(K) -+ AJ, , oti C(K) est 
muni de la norme de la convergence uniforme sur K et 41, de la 
norme quotient de celle de A par la surjection canonique A + A,‘IR. 
DEFIKITION 5. Soit (A, X) une algebre uniforme. On appelle 
m&+ue pseudo-hyperbolique SW X la metrique d&fink sur X par: 
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CHAPITRE 1. L'AL&BRE RESTRICTION A L'UNION 
DE DEUX COMPACTS D~NTERPOLATION 
1. Prbentation 
Soient K, et K, deux compacts d’interpolation pour une algebre 
uniforme (A, X). Nous nous proposons dans ce chapitre d’etudier 
l’algebre restriction A/K, u K, . Pour cela nous allons decrire le 
comportement des elements de cette algebre vis a vis de la metrique 
pseudo-hyperbolique p. 
PrCcisCment, nous obtenons le resultat suivant. 
TH~OR~ME. Soit (A, X) une algebre unijorme et soient KI et I& 
deux compacts d’interpolation pour A; alors 
Dans cet &non& A’ (resp. A”) designe l’ensemble desfg C(K, u K,) 
verifiant de plus la condition (1) (resp. (2)) ci-dessous: 
(1) If(h) --fWl G 4P@, 7 kJ1 ceci signifie que, quand 
~(4 , h) - 0, ah3 if(h) - f(kJl,“p(kl , b) - 0. 
(2) ml> -fW G O[P(b Y Ql ceci signifie qu’il existe 
M > 0 tel que if(kr -f(Q\ < Mp(k, , k,); pour tout 
Dans ce chapitre, nous nous interessons en fait a deux propositions, 
que nous Cnoncons ci-dessous, dont la conjonction precise et contient 
largement le theoreme precedent. 
PROPOSITION 1. Soit (A, X) une algkbre uniforme et soient K-, et 
K, dew compacts #interpolation pour A. Alors 
(oh G,nKU, dhigne la sous-a@bre de A constitue’e des fonctions pui 
annulent toutes les dkrioations continues de A aux points de KI n I;;i , 
cf. appendice). 
PROPOSITION 2. Soit (A, X) une algibre uniforme et soient KI et 
K, deux compacts d’interpolation pour A. Alors 
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(oh A”(&‘, u K,) dthgne l’algibre des limites uniformes SUY ATI u l& 
de suites bomkes (pour la norme SW A,‘K, v K, quotient de ceIle de A 
par l’application “restriction”) d’&ments de A/K, v K,). 
Aprks avoir adapt& dans le paragraphe 2 le rksultat de Varopoulos 
[ 121 sur I’union de deux compacts d’interpolation (dont notre thCo- 
r&me apparait comme une gCnCralisation), nous dkmontrons la 
Proposition 1 dans le Paragraphe 3. Dans le Paragraphe 4, nous 
traitons un cas particulier; puis dans le Paragraphe 5, nous Cnonc;ons 
un r&hat technique utile par la suite; enfin, Paragraphe 6 est consacrk 
B la dCnonstration de la Proposition 2. 
2. Adaptation du Rthltat de N. Varopoulos 
On se propose de dkmontrer dans ce paragraphe le lemme suivant. 
LEMME 1. Soit (A, X) une algkbre unzjorme et soient krI et K2 deux 
compacts d’interpolation pour A. Si f~ C(K, u K,) est nulle SW KS 
et vhj’ie la condition If( < o[p(k, , K,)] oil (h, , kl) E K, x Kz , 
alorsf E A/K, u K? . 
Pour cela, on montre dans un premier temps (pour une dkfinition de 
la pente d’interpolation, cf. Definitions et Notations Essentielles). 
LEMME 2. Soit (A, X) une alg;bre un;forme et soient KI et Kz deux 
compacts d’interpolation pour A disjoints, de pentes respectives strictement 
infkriezmes a c1 et c, . Si f E C(K, v Kz) et vtkjie la condition 
\ f(4): < P(4 > 4) od (k, ) k2) E k-1 x Kp, ) 
il existe PE A telle que f K, = f, f(K.J = {O) et [( f^[l < 6(c, , cz) oli 
8 ne dipend que de c, et c2 . 
De’monstration. Soit f une fonction vkrifiant les hypothbes; g&e 
au thCor&ne de Hahn-Banach, il suffit de montrer que, pour toute 
mesure de Radon p port&e par KI et tout E :> 0, il existe yti,< E A, 
nulle sur K, telle que 
6) I8 vu,, il < YCI j 4; 
$1 , .f (9~~ -f> 4 I < E. 
Fixons done p E M(K,) et E > 0. G&e A l’hypothkse faite sur f, 
pour tout x E KI , i1 existe un voisinage ouvert Y, de x dans KI tel 
que : 
sup 1 f(y); =g Inf p(y, R,) Oil y E c’, et k, E IL-? ; 
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puisque Kl est compact, du recouvrement ( V,JzEIC, on peut extraire un 
recouvrement fini ( Vr,)i=l,. . ,n ; il est alors facile de voir que, pour 
tout 77 > 0, il existe une famille finie de sous compacts (FJi=l,...,,l de 
K, disjoints tels que Fj C Vz, (i = I,..., n) et I/ p j/ - j p !(I& Fi) c: 7. 
D’apres la demonstration du ThCoreme 1’ de [12], il existe une famille 
(~LI....,,~ d f t e one ions de A nulles sur K, telles que I/YJ~,F, - f ‘Fi 
et Ii & /I < cl2 x cg2. D’autre part, d’apres le lemme de partition 
[2], il existe une famille (ei)i-l,..,,lL 
et que Cy1, ) ei(x)i 
d’elements de A tels que ei(Fi) -: aij 
< cg2 pour tout it’ E X. 
On pose alors qy., ~m:m xk, #iei ; on a, d’une part, 
et d’autre part, 
orf et IJI~,~ coincident sur CF, done / J(v,,,, -f) dp j f ~[l -+ c~%~~]. 
En choisissant 17 i ~~‘(1 + cr4ca2), et en remarquant quc F,,, s’annule 
sur K, , on acheve la demonstration du lemme. 
De’monstration du Lemme 1. Montrons d’abord qu’il existe une 
constante M telle que, pour toute fonction g E C(K, u K,) nulle sur 
un voisinage de K, , il existe une fonction S E A telle que 
Soit done une telle fonction g; notons K,’ son support il existe 
y E C(K,), de norme 1 tellc que cp(K1’) = 1 et nulle dans un voisinage 
de Kl n K, . Notons K; le support de y et considerons g/K; ; 
d’apres le Lemme 2, il en existe un prolongement 2, nul sur Kz et 
tel que 
or K, est de pente strictement infirieure B c1 , done il existe @ E A 
telle que F/K1 = y et Ij + )I < cr . 11 est alors immediat de voir que 
g” y 2, x + r&pond B la question avec M = c16(c, , cJ. 
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Soit maintenant f une fonction verifiant uniquement fes hypotheses 
du T,emme 1; on remarque que I’ensemble des k, E ICI tels que 
f(h) f 0 d t a me un recouvrement localement fini par une suite (QJ 
d’ouverts relativement compacts de cet ensemble telle que, sur chaque 
Bi i > q, 
Soit ($J une partition de l’unite subordonnee a ce recouvrement et 
posons gi = #J; chacune de ces fonctions admet, d’apres la premiere 
partie de la demonstration un prolongement & avec !I & 1; < Mli”, 
done la serie des ii est normalement convergente; on pose alors 
f = & Si et il est evident que j;. K, u K, = f. 
3. De’monstrution de la Proposition 1 
Dans ce paragraphe, on utilise, outre le resultat precedent le resultat 
signal6 dans l’appendice, B savoir que pour tout g E C(K,), il existe 
g E fZKp(rappeIons que ad4 designe I’algebre des fonctions de A qui 
annulent toutes les derivatrons continues de A en un point de Kz) telle 
que g”K, = g, et ce en invoquant le lemme suivant. 
LEMMA 3. Soit (A, X) une algibre uniforme et k un point de X7. 
Si g E A et si de plus D(g) = 0 p our toute de’rication continue D de 
A en k, on (1 
De’monstration du Lemme 3. A toute fonction h E A, associons la 
fonction H dCfinie sur X x X\A (ou A designe la diagonale de 
I’espace produit) par H(x, y) = (h(x) - h(y))/p(x, y). Par definition 
de p, la fonction H est bornee par 2 jl h /I; si, de plus, h E Irc2, pour un 
kEX, on a 
H(s, y) --f 0 quand (x, y) -F (k, Ii). 
En effet, par definition de IfC2, h = J$=, uici oti ui E A, zi E A, 
et zL(k) = et(k) = 0. On a alors 
h(s) - /z(y) : i [UI(X) Z$.%) - u,(y) q(y)] 
i=I 
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soit 
et l’expression entre accolades tend visiblement vers 0 quand (x, y) 
tend vers (k, k). 
Si g E I,,.2, il existe une suite (h,) d’elements de II;” qui tend vers g; 
la suite de fonctions H,, est alors une suite de Cauchy pour la norme 
de la convergence uniforme sur X x X\A, qui converge vers G 
(defini par G(x, y) m= g(x) - g(y);p(x, y)). Puisque l’espacc des 
fonctions born&es sur X x X\A tendant vers 0 quand (x, y) tend 
vers (k, k) est complet pour cette norme, le resultat est demontre. 
De’monstration de la Proposition I. Grace au Lemme 3, il est clair que 
a K,nK,/K1 u K, C A’; d’autre part, soit f une fonction de A’; d’apres 
le theoreme de l’appendice, sa restriction a K, , noteeJ:K, , admet un 
prolongement j, E- a,1,,2 ; d’apres le Lemme 3, ji,,‘K, u K, E A’, 
done g = f - j;,: KI v K, aussi; de plus, g est nulle sur K, . La 
fonction g(k,);Inf p(k, , k,) k, E K, est alors continue sur K, v K, et 
nulle sur K2 ; notons $ une fonction continue sur K, u K2 nulle sur 
K, et telle que 
434 s?(k) Inf p(k, k,) 
kLf & 
On a alors g = II, i< (g;$) t e on verifie aisement que (g/$) E A’. Soit 
$ un prolongement a A de $.lK, et g, un prolongement de g/# a A 
dont l’existence est assuree par le T,emme 1. g, k: $ E 6T,1,,1 , 
done g E C~KlnX2~K1uR1 , done .f aussi, ce qu’il fallait demontrer. 
4. Cas 00 K, n K, Est un Ensemble Pit 
Dans ce paragraphe nous allons preciser le cas particulier ou 
K, n K, est un ensemble pit (on rappelle qu’une partie fermee K 
du spectre d’une algebre uniforme A est un ensemble pit si, pour tout 
E > 0, et tout voisinage V de K, il existe une fonction f E A telle que 
f(K) == {l), !Ifl\ = I et if(y)1 -s. E si y $ V). Nous pouvons alors 
caractirriser les elements de A: KI u K2 par leur comportement vis a 
vis de la pseudometrique hyperbolique, a savoir: 
COROLLAIRE. Soit (A, X) une algibre uniforme et soient K, et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que K, n K, soit un ensemble 
pit. Alors, les deux assertions suiaantes sont e’quizlalentes: 
COMPACTS D'INTERPOLATION: CALCUL SYMBOLIQUE 253 
(i) fEA/KIuK2; 
(ii) f E C(K, u K2) et vhiJie la condition [If(k,) - f(k,)I < 
o[p(kl , k,)] oil (k, , k,) E KI x K2. 
De’monstration. 
(ii) -i (i): C’est une consequence immediate de la Proposition I. 
(i) :, (ii): I1 a t es evident tout d’abord que si f e AjK, u & , 
alors f E C(k; u K,); quant au fait que f verifie la condition 
’ f(k,) - .f(k,)’ :<I o[p(k , k2)1 
oh (k, ) k2) E Kl x K, , c’est une consequence de ce que tous les 
points de KI n K2 sont des points pits pour A, et, d’apres le theoreme 
de factorisation de Paul Cohen [S], c’est alors une consequence du 
Lemme 3. 
5. Iin K&&at Technique 
Nous donnons ici un CnoncC qui est une consequence du Thtoreme 
I et qui &Claire la facon dont sont “lies” les compacts K, et K, . 
PROPOSITION 1’. Soit (A, X) une algt?bre uniforme et soient KI et 
K, deux compacts d’interpolation pour A. Alors il existe deux sous 
compacts K,* et K,* de KI et K2 et x un homt!omorphisme de K;* SW 
K,* tels que, si f E C(K, u K,), les deux assertions suivantes soient 
t!quivalentes: 
(i) f~ A/K, u K2 ; 
(ii) la fonction g dijinie SW K,* Par g(h) -f(k) -.f(x(k,)) 
admet un prolongement en une fonction de A nulle SUY K,*. 
De’monstration. Choisissons 0 < S ~1 Inf (1,2c, , lj2c,), oh cr et 
ca designent les pentes respectives de K, et K2, et definissons K,* 
comme etant l’ensemble des k, E KI tels qu’il existe k, E K, avec 
p(k, , k,) < S. Grace au choir; de 6, 1’ClCment de K2 est unique; c’est 
cette correspondance que nous noterons x. Montrons maintenant 
que si K est un ferme’ de X7, 8 un nombre strictement positay, l’ensemble 
des x E X tels que Tnf,c,K p(x, k) ,< 6 est un ferme’. 
Supposons en effet qu’il existe 5 adhCrent B cet ensemble mais n’y 
appartenant pas. I1 existe alors, pour tout k E K une fonction f,( avec 
j/fk iI .< I telle quef,([) r-- O,.f,(k) Y- 6’ > 6 et notons Vr; l’ensemble 
des q E K tel que :5(q); > 5’. Du recouvrement ( V1t),,..K de K, on 
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extrait un recouvrement fini (V&I,, . ,,1 . I1 est aiors facile, B i’aide des 
fonctions (f~~,)i=~.....,, ) de voir qu’il existe un voisinage de ,$ pour tout 
point 7 duquel on ait: ~(7, k) .L- S’, pour tout k E K, ce qui est absurde. 
Ceci nous montre tout d’abord que K,* et K,” sont compacts, 
puis que x, qui est une bijection, est une application fermke, done un 
homkomorphisme de K,* sur K,*. 
(i) 2. (ii). Soit .f~ A/K; u K, et notons f * l’application 
d&finie sur KIV U IS,* par f*(k,) : f(lz,) pour tout lz, E K,* et 
f*(k,) = f(~(kJ) pour tout h, E K,*; l’applicationf”’ est, d’aprks cc 
qui prdcPde, continue sur K,* u K,* et vkrifie bien silr 
; .I‘*@,) -f*(w I : o[p(k, , k,)J; 
d’aprks la Proposition 1 on a f * E A K,” u K,* done 
or cettc fonction est nulle sur K,* et vaut f(k,) --f(x(k,)) en tout 
point k, E K,*. 
(ii) =:- (i). Soit tz E =1 tel que h(K,*) 1 {O) et h(k,) =: 
fv4 - f(X(kl)) et soit .{* un prolongement de la fonction 
.f* E A;‘K,* u K,* dCfinie par f*(kJ F. f(hs) pour tout k, E K,* et 
f *w -=f(xW (1’ existence de ce prolongement est une conskquencc 
de la Proposition 1). Or (h $- ,p *)‘K, u K, coincide avec f sur 
K,* u Kr*; doncf - (h $- .i; *)“K, u K, v&rifie de facon ClCmentaire 
la condition : . (k,) -- . (KJ; < o[p(k,, k2)j oii (k, , k,) t K, x K, 
done, d’aprks la Proposition 1 appartient & .4/K, u K, et finalement 
SEA K,u K,. 
6. L’algdbre A”(K, U K,) 
Etant don& A une algkbre uniforme et K un compact de son 
spectre, on note A”(K) I’ Ig’b a e re des fonctions sur K qui sont des 
limites uniformes sur K de suites born&es d’C1Cments de A. 
Dans le cas oil le compact K est l’union de deux compacts d’inter- 
polation, les fonctions de A(K) sont parfaitement dCterminCes par 
leur comportement vis A vis de la mkrique pseudo-hyperbolique. 
Plus prtciskment, on a la proposition suivante, qui coincide avec la 
Proposition 2 du premier chapitre et dont la ddmonstration achkve 
celle du thCo&me. 
PROPOSITION 2. Soit (A4, X) une algibre uniforme et soient K, et 
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K, dew compacts d’interpolation pour A. Si f E C(K, u KJ les deux 
assertions suivantes sent e’quivulentes: 
(i) f~ A(& u KJ; 
(ii) il existe 11f > 0 tel que jf(k,) -f(hJj < Mp(k, , k,) oil 
(k, , h2) E K, x K2 . 
De’monstration. 
(i) -:.- (ii). D’aprks la dtfinition de p, si (f,,) est une suite de 
fonctions de A bornCe par M, pour tout n, on a [I f,(k,) - fJkJ < 
Mp(kl , kJ; il en est de m&me pour les fonctions de /?‘(K, u KJ. 
(ii) =3- (i). I t n kressons nous tout d’abord aus limites uniformes 
de suites bornkes de fonctions de A nulles sur K2 . D’aprks la premihre 
partie de la dkmonstration de la Proposition 1, on obtient toutes les 
fonctions g continues sur K, u K, , nulles sur K2 et vlrifiant 
j g(k,), -.I Jfp(k, , kp) Oil (k, , lz,) E A; x K, . 
Soit maintenant f E C(K, u ILJ et vkrifiant 
.f(k,) -f(hJ g Xp(k, ) k,); 
il existe une fonction.jF A telle que f;K, = f: K2 . Considdrons alors 
g-f-ji:K1uK2; c’cst une fonction continue sur K, u K, , 
nulle sur K2 et qui vkifie 
; g(kJ < (M -;- !if,!) p(k, , kJ oti p(k, , k2) E k; :< h-2 . 
Done g E A(k; u k-,), d’autre part, f/E*‘, u AT% aussi, done 
f eA(K, u A-,). 
On obtient alors 
COROLLAIRE. Soit (A, S) une algt?bre. uniforme telle que X soit 
mttrisable et soient KI et I& deux compacts d’interpo2ation pour A. Ators 
les deus assertions suivantes sont kquivalentes: 
(i) A/K1 u K2 = A”(k; U K,); 
(ii) KI u K, est un compact d’interpolation pour A. 
Dkmonstration. 
(ii) 2 (i) est immkdiat. 
(i) =- (ii), Sif E A, on notera j\p\I la borne infkrieure des normes 
des suites de fonctions de A convergeant uniformhent vers f. 
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D’autre part, puisque A est une algebre uniforme sur un espace 
metrique, elle est separable. Puisque A/K, u K2 = ki(K, u K,), A 
est separable pour la norme definie ci-dessus. Montrons done que A” 
n’est separable que si K, u K, est uniformement discret pour la 
pseudo-metrique hyperbolique; en effet, s’il n’en Ctait pas ainsi, il 
existerait une suite (Izp)) d’C1Cments distincts de K, telle que 
Pour toute partie P de N, il existc une fonctionf, de k&K, U Kp) telle 
que f,(K,) = 0 et fp(kin)) = pn si n E P et fr(kp)) = 0 si n $ P. 
Pour s’en assurer, il suffit de verifier que la fonction k-+ Infi:a,,z p(k,k,) 
est semi-continue inferieurement. Soit x E X tel que Inf p(x, k,) = 8 
et E :-- 0. 
11 existe alors un nombrc fini de fonctions fi ,..., fs tclles clue 
?Y$ >ikjfi(x) = 6 pour tout i :- I,..., N et Inf, ;j~(kJ E pour 
11 eiiste &u-s W un voisinage de s tcl que si y E X, 
et done si y E IV, InfiTzEK, p( y, k,) > S -- 2~ ce qui montre la semi- 
continuite cherchee. La famille de fonctions 3’p ainsi construite n’est 
pas denombrable et la distance de deux telles fonctions dans 
A(K, U K,) est superieure ou &gale B 1, ce qui montre que A(K, U K,) 
n’est pas separable. 
Ceci &ant, on peut se demander si, cependant, AiK, u K, est ferme 
dans a(K, u K,) autrement dit si la norme de A/K, U K, verifie une 
relation du type, 
I1 n’en est rien comme le montre l’exemple suivant. 
Soit Z* I’ensemble des entiers non nuls et N * I’ensemble des entiers 
positifs non nuls; on note @“* = npsz* Cc,, et ZTN* --_ &ERJ* Dp 
(D designe le disque unite ferme de @) plongi: naturellement dans 
Cz’. Pour chaque couple (n, p) E N” A N*, on definit fj?L,ll le disque 
de Cz* tel que zi =y 0 pour tout i tel que i2 + ~3, 1 zn 1 < 1 et z--,~ = 
l/p; on note X = BN* U (UC~,~) D,,@); l’espace X, muni de la 
topologie induite par la topologie produit sur V’ est compact et on 
definit A comme &ant l’algebre des fonctions continues sur X qui sont 
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limites uniformes sur X de polynomes. On prend alors pour K, et K, 
les compacts d&finis par Ki n D,,, = (0) et Ki n DN* = (0, O,...) 
ainsi que IS, f~ D,,,, = 1;~ et Ka n DN* = (0, 0 ,... ). 
Pour voir que A/K, u K, n’est pas fermee dans Ag(K, u K,), il 
suffit alors de remarquer que, si f E A, on a 
II suffit de le montrer pour un polyncime P. Or 
~(amz,)(o, 0 )... ), := cx,(ar~&i)(o, 0 )...) 
ot i ‘yi .z I; considerons alors F(t) = P(c+t,..., ol,t), definie sur u, 
holomorphe a I’interieur et j[ F jib < ,( P Ijn~* ; d’apres le lemme de 
Schwarz, /(dF,‘dt)(O)l < I/F j!; en developpant (dF’dt)(O), on obtient 
le resultat cherche. 
CHAPITRE 2. LE CALCVL SYMBOLIQLJE SUR L'.\LG~BRE RESTRICTIOX 
A L’UNION DE DEUX COMPACTS D'INTERPOLATION 
I. Prlsentation 
Etant donnee B une famille de fonctions sur K a valeurs complexes, 
on dit quc y definie sur un ouvert 0 C @ A valeurs dans Cc opere sur 6’ 
si, pour tout f E B telle que f(K) C 0, 9 0-f E B. On appelle calcul 
symbolique sur B l’ensemble des fonctions g, qui operent sur 61. 
Dans le cas de l’union de deux compacts d’interpolation pour une 
algebre uniforme sur un espace metrique compact, les possibilites 
pour le calcul symbolique sont tres reduites, a savoir: 
~'H~OR&E 1. Soit (A, X) une algkbre uniforme telle que X soit 
m&Gable et soient KI et KS deux compacts d’interpolation (dont l’un 
au moins est in&i, sinon toutes les fonctions opdrent) pour 14; alors le 
calcul synbolique SW AIK, u K, est soit l’ensemble des fonctions holo- 
morphes, soit l’ensemble des fonctions continziment dzyfkrentiables, soit 
I’ensemble des fonctions localement lipschitxiennes, soit enfin l’ensemble des 
.fonrtions continues. 
La demonstration de ce resultat se decompose en plusieurs &apes 
que nous decrivons ci-dessous. 
Le cas oh le calcul symbolique est I’algebre des fonctions continues 
coincide avec celui ou k-i v K, est un compact d’interpolation; 
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dans le cas contraire, d’apres le theoreme de Varopoulos [ 121, K, u K, 
n’est pas uniformement discret pour la metrique pseudo-hyperbolique 
et le Theoreme 1 du chapitre precedent nous permet d’cnoncer: 
RBSULTAT 1. Soit (A, Xj me algebre um~orme et soient K, et KS 
deux compcfs d’interpolation pour A tels que KTI u K, ne soif pas WI 
compact d’interpolation, alors settles ties fonctions localement lips- 
chitxiennes operent SW A: K, u K, . 
L’Ctape cl6 de la demonstration reste alors la suivante. 
R~SULTAT 2. Soit (A, X) une algbbre unzforme telle que -Y soit 
me’trisable et soient K’, et K, deux compacts d’interpolation pour A. 
Si une fonction localement hpschitzienne n’opdre pas sur =I’K, v K, , 
alors seules des foncfions continliment differentiables operm t sur 
A/K, v K,. 
Signalons que cc Resultat 2 se demontrera tout d’abord dans le 
cas ou KI est completement discontinu puis, que nous en dtduirons 
le cas general. 11 restera ensuite a montrer que si une fonction continu- 
ment differentiable n’opere pas sur A,‘K, u K, , alors seules les 
fonctions holomorphes operent; pour cela, on montrera 1~‘s deus 
resultats suivants. 
RBSULTAT 3. Soit (A, X) une algebre uniforme et soient K, et K, 
deux compacts d’interpolation pour A. S’il existe une fonction continti- 
ment dt..ferentiable qui n’opere pas sur A’K, v K, , alors A:K, v K2 
n’est pas autoadjoint. 
RBSULTAT 4. Soit (A, X) une algdbre un#orme et soient K, et Kt 
deux compacts d’interpolation pour A tels que A/K, v K, ne soit pas 
autoadjoint, alors les seules fonctions contintiment differentiables qui 
operent SW A/K1 u Kz sent Les fonctions holomorphes. 
Comme il est bien connu que les fonctions holomorphes operent 
toujours sur une algebre de Banach, le Theo&me 1 sera finalement la 
consequence des quatre resultats precedents. 
Du point de vue de la presentation proprement dite, nous 
regroupons dans le paragraphe 2 les demonstrations des RCsultats I, 
3 et 4. Par contre, la demonstration du Resultat 2, point faible de cette 
etude, puisqu’il fait appel a une hypothese de metrisabilite dont nous 
ne savons si elle est necessaire, est trait&e dans les Paragraphes 3 et 4. 
Nous montrons aussi dans le Paragraphe 5 que si on se restreint au 
calcul symbolique borne (pour une definition, se reporter au debut de 
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ce paragraphe), on obtient en quelque sorte le resultat espere. Signa- 
Ions B ce sujet que si now ne savons pas si calcul symbolique et calcul 
symbolique borne coincident pour l’algbbre restriction d’une algebre 
uniforme B l’union de deux compacts d’interpolation, I’exemple cite 
dans le Chapitre 1, Paragraphe 5 de la deuxieme partic, nous incite B 
la prudence. 
Dans un dernier Paragraphe 6, nous indiquerons des resultats 
analogues aux precedents concernant le calcul symbolique sur l’espace 
des parties reelles, qui a etC CtudiC par Bernard [3]. 
2. Les Trois RPsultats G&raux (Nous donnons ici des versions a 
peine differentes des Cnoncts precedents, aussi n’avons-nous pas 
Cprouve le besoin de lcs distinguer de ceux-ci.) 
RBSULTAT 1. Soit (A, X) une algkbre uniforme, Gent KI et Kz 
deux compacts d’interpolation pour A. Les deux assertions suivantes sont 
dquivalentes: 
(i) KI u Kz n’est pas un compact d’interpolatiun; 
(ii) seules des fonctions localement lipschitziennes opdrent SUI 
A/K, u K, . 
Pour cela, demontrons le lemme suivant. 
LEMME 1. Soient 6 un ouvert de @ et q~: 0 --j C une fonction non 
localement lipschitxienne. Alors, il existe une suite -[a,> de nombres stricte- 
ment positifs telle que, pour toute suite (qJ d’entiers supbieurs L? 1, il 
existe une suite (xn , yn} d’kle’ments de 0 x 0 telle que 
(i) Ees suites (xn> et {y,) convergent vers un meme point de 0; 
(4 i x,, - yjL i = (l,!q,) a, ; 
(iii> I ~(4 - dY,Jl 2 hkJ alL . 
D.kmonstration. Puisque ‘p n’est pas localement lipschitzienne, il 
existe dans 0 un disque compact A et une suite (un , nn) d’elements de 
d x A telle que / p)(uJ - ~)(zI~)/ > n 1 u, - v, 1 et que {u,J converge. 
On pose alors / u, - Us j = a, et I’on remarque que (a,] tend vers 0. 
Soit maintenant une suite {qJ d’entiers superieurs a I ; on note [wp) = 
u, t (p,‘q,)(v,, - u,,) oh 0 < P < qn ; on a 
done il existe p, tel que (n,‘qn) a, < 1 p)(wz’ - ~(zu~~‘~)/. On peut 
prendre pour suite (x, , y,) la suite (wk:), wzF,). 
580/21/3-2 
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De’monstration du R&&at 1. 
(ii) * (i) car si K1 v K, Ctait un compact d’interpolation, 
toutes les fonctions continues opereraient. 
(i) 2, (ii). Soient g, une fonction non localement lipschitzienne 
et {a,] une suite associee a g, par le lemme precedent; puisque K1 u K2 
n’est pas un compact d’interpolation du spectre de A, il existe une 
suite {kp’, kp’) d’ ‘1 e Cments de K, x K, telle que 0 < p(kp’, kp’) < alL 
pour tout n E N ; soient alors (x~) et (y,,J les suites associees dans le 
lemme precedent 5 
qn = [ p($$);)) - 1 
(ou [b] designe la partie entiere de h) et dont la limite commune sera 
notee m; on appellera 8 la distance de x au complementaire de 9. 
En utilisant le theoreme du Chapitre 1, il est facile de voir qu’il 
existe f E A avec lif /j -< 6 et en outref(k:“‘) p-m x,, - x et [f(kp’) = 
yn ~- X, ceci a partir d’un certain rang tout au moins. I,e spectre de 
(f i x);K, u K, est inclus dans 6 et on a cependant: 
done 9 n’opere pas sur AK, v K, . 
RESULTAT 3. Soit (A,X) une algkbre unzyorme et soient K, et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que A/K, v K2 soit auto- 
adjoint (on dit que AIK, v K2 est autoadjoint sifE A/K, u K2 implique 
f E A/K, u K, oh f de’signe le conjugue’ de f.); si y est de classe Cl, alors 
9) opbe SUY A,‘K, v K, . 
Avant de faire la demonstration, introduisons quelques notations 
utiles; &ant don&e une algebre de Banach commutative B et K un 
compact de son spectre, on note I, l’ideal des fonctions de B qui 
s’annulent sur K; le spectre de I, est le complementaire de R oh I? 
designe l’intersection des images reciproques de 0 par les elements de 
I,. On dit qu’une fonction $ continue et bornee sur Sp B\K est un 
multiplicateur de IK (resp. de2 G gK) si, pour tout3 E f, , on a $J x 3 E 1, 
(resp. # x S E fK). Dans ce qui suit nous ommettrons le symbole A, 
aucune confusion n’etant a craindre. 
De’monstration du Rbultat 3. On peut se restreindre au cas oh 9 
est a valeurs reelles puisque A!K, u K, est autoadjoint. Soit 
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et soitf * E C(K, u K,) telle que f */KS = f’Kz etf *(k,) = f *(k,) si 
f(kl P 4 < Inf( 1/2c, , l/24, ou cr et ca designent les pentes respec- 
tives de Kr et K, . D’aprb le Paragraphe 5 du Chapitre 1, une telle 
fonction existe et appartient a A/K, u Kz .,f -f * E A;K, u K2 et est 
nulle sur Kz . D’autre part, toute restriction h KI\Kt de functions 
continues SW KI est un multiplicateur de IKz , ideal des fonctions de 
A/K, v K, nulles sur K, . Soit, en effet, g une telle fonction; il existe 
g E A/K, u K, telle que f,‘KI\Kz = g et lc produit de 2 par un 
Clement de IK, est un Clement de I, . Notons yX’ et qr/’ les derivees 
partielles de y par rapport aux variables .r: et y; la fonction lz definie par 
~~(~5) =-. F~’ ~~.f(h) x Re(f -f*)(h) + i~)~’ o.f(Q x Im(f -- J” )(k,) 
est un Clement de IKz d’apres la remarque precedente. 
Soit alors (9 of)* la fonction associee a y 0 f de la m&me facon que, 
ci-dessus, f * Ctait associee a f; on a h + (y of)* E A:‘K, u K, mais 
cette derniere ne differe de q 0 f que par une fonction qui verific la 
condition 
! +%) - +$?)I < OCf(kl , k?)l Oil (k, , k,) E k; x iq 
done, grace au theoreme du Chapitre I, y 0 f E A/k; u I& . 
Dans la situation complementaire, on a 
R~SULTAT 4. Soit (A, X) une a@bre unzyorme et soient KI et Kz 
deux compacts d’interpolation pour A tels que A/K, u K, ne soit pas 
autoadjoint; si v opt?re SW A/K, u K, , alors, en tout point oh 9 est 
d$&entiable, on a +;‘8.% = 0. 
De’monstration. Si A/K, u K2 n’est pas autoadjoint, il en est de 
m&me de la sous-algebre des fonctions constantes sur Kz . En effet, 
si f E AjK, v K2, il existe f * E A/K, u Kz telle que f *:Kz m-p i,‘K, 
et verifiant [ f “(k,) - f *(k,)j < o[‘(kl , A,)] ou (k, , k2) f KI x K, . 
f-f” est constante sur K, , et f *, conjugue de f*, appartient a 
A.!K,u Kz. 
Supposons que y soit difftkentiable en x E 07; on a 
Soitf E A/K, U K2 telle quef(KJ = (x}, que J/f - x /I < d(x, C 19) et 
quef$A!K,UK,; on a 
P of = Y(X) + + cw - 4 + +$ (x)(J - 5) + o(; f - .T I), 
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mais les deux premiers termes sont dans A/K, v K, pour des raisons 
Cvidentes; le quatrieme y est aussi en vertu du theoreme du Chapitre 1, 
il en resulte que (+;‘cpZ)(~) = 0. 
3. Gas oil L’un des Compacts Est CompBtement Discontinu 
Nous montrons dans un premier temps que, ou bien, seules des 
fonctions de classe C1 operent, ou bien toutes les fonctions localement 
lipschitziennes operent sur A/K, U K, ; en associant ce resultat aux 
precedents, on obtiendra un theoreme analogue au Resultat 2 &non& 
au debut de ce chapitrc. 
RBSULTAT 2”. Soit (A, X) une algkbre uniforme et soient K, et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que K,\K, soit compl&tement 
discontinu; si une fonction non de classe C1 opbre SW A/K, u K, , alors 
toutes les fonctions localement lipschitziennes opbrent SW A/K, u K, . 
De’monstration. Notons K1*, K,* et x les elements associes a 
K, et S, dans la Proposition l’, Chapitre 1, Paragraphe 5, B l’aide de 
cette derniere, il est aise de voir qu’il suffit de demontrer le resultat 
pour de tels compacts K,* et K,*. 
Montrons tout d’abord quc si, pour toute partie F fermCe, G, de 
K,” (on dit qu’unc partie d’un espace topologique est un G, si c’est 
une intersection denombrable d’ouverts de l’espace) et contenant 
k’,” n Kg*, l’algkbre des multiplicateurs de In-,euF (ideal des fonctions 
de ASK,+ u K,” nulles sur K, * v F) est l’algdbre de to&es les fonctions 
continues born&es SW K,*\F, alors toutes les fonctions localement lip- 
schitziennes optrent SW A “h-, * u K,“. 
Soient en effet f E A,‘K,* u K2*, et F une fonction localement 
lipschitzienne. On pose 
4 -= 9) “f(h) - F 0.f o X(4 __---__-__-, f(k4 - f 0 x(k) 
fonction definie sur K,*\[f - fo x]~‘(O), continue et born&e. Mais 
[f-f0 x1-w t es un ferme G, de K,* done z,A est un multiplicateur 
de (f - fo X) qui, d’apres la Proposition 1’ du Chapitre 1 est dans 
~K2~u~~-I~x~-~~o~ , mais W - fo x) = v of - F of0 x done 
v Of - v Of o x E ~K,*“[f-f4-%) . 
Soit enfin (9’ of/K,*)* 1 a f onction de C(K,* u K,*) telle que 
(v o f,K,“)“/K,” = q of K,* 
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et 
(9’ of;:&*)* (h,) = (p of!&*)* 0 x(k,) 
pour tout k, E KI grace au theoreme du Chapitre I et a Ia definition de -___- 
X, on a (F ofjK,*)* E A;K,* W I&*; la fonction (oti (p of - cp 0f 0 X) 
est la fonction de A/K,* u Kz* coi‘ncidant avec 9 of - cp 0-f c x SW 
K,* et identiquement nulle sur K,*. 
cc qui montre que g, 0 f E A!K,* u k’,“. 
Nous allons done demontrer maintenant que si F est un fermi: G, 
de k;” contenant K,* n K, , * l’algebre M des multiplicateurs de 
I FL/K,* est l’algkbre de toutes les fonctions continues bornees sur 
K,*\F. On a vu prtcedemment (demonstration du R&&at 3) que les 
fonctions continues sur K,” nulles sur F sont des multiplicateurs de 
I FUKZ* ; si on considere M comme une algebre de fonctions continues 
sur ,8(K, *\F), en designant ,B(K,*\F) le compactifie de Stone-Cech de 
K,*\,F, il suffit done de montrer que 
L’espace K,*\F &ant localement compact, denombrable a l’infini et 
completement discontinu, ,B(K,*\F)\(K,*\F) est un F-espace complete- 
ment discontinu (on dit qu’un espace topologique est un F-espace si 
deus ouverts disjoints unions denombrables de fermts ont des 
adherences disjointes (pour une etude de tels espaces [9]). En utilisant 
alors le thtoreme de Bade et Curtis [I], il s&it de montrer que M 
contient tous les idempotents de C[fi(Kl*\F)\(Kl*\F)], autrement dit 
les fonctions qui ne prennent que les valeurs 1 et 0. 
Pour poursuivre la demonstration, nous distinguerons deux cas. 
(a) Cas oh AiK,* u K,* n’est pas autoadjoint. Soit 9 une fonction 
non de classe C1 qui opere sur A/K,* U K,*. On peut, grke au 
Resultat 1, supposer que ‘p est localement lipschitzienne, done, 
d’aprb un theoreme de Cesari [4], que p est presque partout differen- 
tiable; en appliquant le Resultat 4 et quitte a ajouter a 9 une applica- 
tion @-lineaire, puisque cp n’est pas de classe Cl, il existe une suite 
(~~1 d’elements de 0 convergeant vers x E 0 telle que y soit C-differen- 
tiable en x, avec cpk,, = 0 si n est pair et v$, = 1 si n est impair, done il 
existe une suite {rR} de nombres strictement positifs telle que: pour 
tout 20 E 0 et tout n tel que 1 w - x, [ < rn , on ait 
I 944 - Ph)l < (U4 I w - %2 I si n est pair; 
I p(w) - 7X-G) - (W - %)I -C (I$) i w - G 1 si n est impair. 
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Soient maintenant un idempotent p de C,(K,*\F) et 
g E A,iK,” v K,* 
telle que g-l(O) = K,* u F; notons T, = p-l(O) et T, = p-‘(l) et 
(V,} une suite croissante de compacts ouverts de K,*\F telle que 
uatN V, : K,*\F et que 
"S,;P- g ~ < WY,, , yen+d 
R 7L 1 
L’application f dktinie sur K,*\F par 
.fPl f-l wn!vn-Al = 6%: et .f [Tz f-l V?L\~n-,)I = hn+l: 
peut se prolonger en une fonction continue sur K,* telle que [f(F) = 
(x}; notons f* 1’ClCment de A/K,* u K,* tel que f*/K, = f et 
f * o x(K,) = f *(k,) pour tout k, E K1*; la fonction 
qlo (f* + g) t A/k;” u K,” 
par hypoth&e et la fonction dkfinie sur k;*\F par 
V”Lf” +Rlvd -9,@(f* -t‘d”X@d 
se prolonge grace a la Proposition 1’ du Chapitre 1, en une fonction de 
A/K,* u K,* nulle sur K,*. Si on, pose 
* i g)(k) - F”c,“(f* + g) o Xv4 
.&) - g(x@d 
, & E IK,*uF ; 
mais p - + &ant une fonction continue sur K,*\F, nulle & l’infini, 
g&e au theoreme du Chapitre 1 ( p - $) g E: IKZVF , done pg E lXZUF, 
autrement dit, p est un multiplicateur de IKzVF . 
(b) Cas oh A/K,* u K2* est autoadjoint. On peut se limiter au 
cas oti 9 est localement lipschitzienne et a valeurs reelles. Si y n’est 
pas de classe Cl, une des d&iv&es partielles (qui existent presque 
partout d’apres un theoreme de Lebesque [IO]) au moins n’est pas 
continue. On montre alors, en utilisant une methode analogue a ce 
qui precede que l’algebre des multiplicateurs reels de la sous-algebre 
de A/K,* u K2* formee des fonctions reelles contient les idempotents 
de CtK*\F) P our tout F ferme G, de K,* contenant KI n K, . 
On obtient alors 
PROPOSITION 1. Soit (,4,X) une algbbre uniforme et soient K, et 
K, deux compacts d’interpolation de son spectre tels que K,\K2 soit 
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complktement discontinu; alors on est dans une des quatre situations 
szcizan tes : 
(i) toutes les fonctions continues opbent SW A/K, u K2 ; 
(ii) les fonctions qui opbent SW A/K, v K, sont les fonctions 
localement lipschitzienvtes; 
cluss~i~ _ 1 es one ions qui opzrent SW A/K, v K2 sont les fonctions de f t 
1 7 
(iv) les fonctions qui optrent SW A,lK, v K2 sont les fonctions 
holomorphes. 
De’monstmtion. I1 est bien connu que les fonctions holomorphes 
operent toujours sur une algebre de Banach. Toutes les fonctions 
continues operent si KI v K2 est un compact d’interpolation; sinon 
settles des fonctions localement lipschitziennes operent (Resultat I), 
et toutes celles-ci operent a moins que seules des fonctions continue- 
ment difftkentiables n’operent (Resultat 2). Dans ce dernier cas, si 
A/K, v K2 n’est pas autoadjoint seules les fonctions holomorphes 
operent (Resultat 4) sinon toutes les fonctions continuement differen- 
tiables operent (Resultat 3). 
4. Cas ou le Spectre de A Est M&risable 
Comme nous venons de le voir, pour demontrer le ThCoreme 2 
&non& au debut de ce chapitre, il suffit d’obtenir le Resultat 2. 
RBSULTAT 2. Soit (A, X) une algt?bre uniforme telle que X soit 
me’trisable et soient KI et K2 deux compacts d’interpolation pour A. Si 
une fonction non de classe C1 op2re SW A,‘K, v K, , alors toutes les 
forzctions localement lipschitziennes opkrent sur A’K, v K2 . 
De’monstration. Supposons qu’il existe une fonction localement 
lipschitzienne qui n’opere pas sur AK1 u K, alors: 
A/k; u Kz + (fe C(Kl u KJ; ( f(k,) - .f(K,)I < o[p(k, , h2)]); 
il existe done une suite (k:“‘, kin’} d ‘e ements de K, x K, et une 1 
fonction f E A/K, v K2 telles que 0 < p(k:“‘, kp)) -+ 0 et 
si une fonction opere sur ,4/K, v K, , il en est de m&me sur 
,4/{1z:“)} u {lp), 
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Ce qui, d’apres la demonstration du Resultat 2”, implique que les 
fonctions lipschitziennes sont des multiplicateurs de I(p), on en 
deduit alors que A;‘(kin)) u (I&%)) = &(@$n’) u {kp”‘)), ce qui est 
impossible d’apres le corollaire de la Proposition 2 du Chapitre 1. 
On demontre alors le ThCoreme 1 de la meme facon que la Pro- 
position I. 
Remarquons enfin que dans le cas oh X est m&sable, les fonctions 
localement lipschitziennes operent sur A/K, u K, si et seulement si 
A,‘& u K, = (f E CC& ” K2); I f(4) - f(h4 d ob(h 7 Qlh 
resultat qui n’est pas vrai en gCn&al, comme le montre l’exemple 
fourni par deux suites d’interpolation de D pour H”(D) (rappelons que 
W”(D) designe l’algebre des fonctions holomorphes bornees dans le 
disque unite du plan complexe) dont I’union n’est pas une suite 
d’interpolation. 
5. Le Calcul Symbolique Borne 
Etant don& v une application de @ dans @, et B un espace vectoriel 
norm& de fonctions sur un ensemble X, on dit que y opere de facon 
born& sur B si I’application Cp”: B -+ B definie par G(f) = q 0 f 
pour tout f E B, envoie les born&s de B en born& de B. 
Nous allons montrer dans ce paragraphe le resultat suivant. 
THIZORBME 3. Soit (A, X) une algebre umforme et soient KI et K, 
deux compacts &interpolation pour A; alors le calcul symbolique borne 
sur AjK, v K, est, soit les fonctions continues, soit les fonctions localement 
lipschitziennes, soit les fonctions continiiment dzflerentiables, soit en& les 
fonctions en&&es. 
Ce resultat est comme le ThCoreme 1, la synthtse d’une succession 
de resultats. 
RBSULTAT 1’. Soit (A, X) une algkbre umjrorme et soient KI et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que K, U K, ne soit pas un 
compact d’interpolation; alors seules des fonctions localement lipschit- 
xiennes operent de facon bornee sur A/KTI u Kz . 
R~SULTAT 2’. Soit (A, X) une algebre umforme et soient KI et K, 
deux compacts d’interpolation pour A. S’il existe une fonction localement 
lipschitxienne qui n’opdre pas de fagon borne’e sur A/K, u K, , alors 
se&es des fonctions continQment da$%rentiables opkrent de fagon bornee 
sur A/K, v K, . 
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R~SULTAT 3’. Soit (A, X) une algebre uniforme et soient KI et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que A/K, u K2 soit auto- 
adjoint. Alors to&es les fonctions contintiment dt@rentiables opbrent de 
fagon borne’e SW A/K, u K, . 
R~ULTAT~'. Soit (A, X) une atgebre uniforme et soient rC, et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que A:‘h; v Kz ne soit pas 
autoadjointe; alors si p? opere de faGon born&e sur A/K, u h& , en tout 
point ozi g, est dt@rentiable, on a +:‘a? = 0. 
Les Rtsultats 1’ et 4’ sont des consequences immediates de leurs 
homologues du Paragraphe 1; le Rtsultat 3’ s’obtient en reprenant la 
demonstration du Resultat 3 et en remarquant que la fonction q’(f(RJ) 
est born& sur rC, par une constante ne dtpendant que de la norme 
uniforme de f; plus preciscment, 
Demonstration du Resultat 3’. On peut Cvidemment se ramener au 
cas ou k; et K, sont reduits aux compacts K,” et K2* (cf. Paragraphe 
5, Chapitre 1). Soient f E A/K, U K2 et p une fonction continument 
differentiable de @ dans [w. Posons, g(k,) = f(x(K,)) -f(k,). I1 est 
clair que g ~1~~ et que la norme de g est major&e par une constante 
qui ne depend que de la norme de f [g = f” - f et il existe C tel que 
Ilf* il -G C llfllml- Si on note qz’ et qy’ les d&iv&es partielles de q par 
rapport B x et y, on remarque que 
44) = %‘(fW x Re[f(x(U -“f(xdl 
+ +,‘m~l) x Wf(XW - f(xdl 
est un ClCment de IKf dont la norme est majoree par C, j( q’ of[[ x jj g (I; 
oh C, est la pente d’interpolation de KI . La fonction [(p of!KI)* f 
h E A/K1 u K2 et sa norme est major&e par une constante ne 
d&pendant que de la norme uniforme de f; on a enfin que 
(qoflK,)* + h - P'O~GAI& UK, ( se reporter B la demonstration 
du Resultat 3 dans le Paragraphe 2); pour cela, on montre que la 
diffkrence est une fonction de A’, et sa norme est majorte par 
Sup,,,, ,u,<,,i,, II +z - 4+, II, d one uniformement pour un born6 de 
A/k; v Kz. 
Le Resultat 2’ est, comme dans le thkoreme precedent, la clef de 
voute de la demonstration du thCor&me; l’idte est d’ailleurs analogue 
B celle du Resultat 2” (Paragraphe 3). 
Demonstration du Resultat 2’. Nous allons pour cela supposer qu’il 
existe une fonction q~ non continument differentiable qui opkre de 
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facon bornee sur AiK, u K, et en deduire que toutes les fonctions 
localement lipschitziennes operent de facon born&e sur A/K, U K2 ; 
on peut Cvidemment supposer que v est localement lipschitzienne, 
sinon on applique le Resultat 1’. 
Soit g E IX2 , id&al de A/k; u K, des fonctions nulles sur K, ; on 
note Mg l’espace vectoriel des multiplicateurs de g, c’est-a-dire des 
fonctions $J continues et born&es sur K,\g-l(O) telles que 
(il s’agit en fait de la fonction definie par I/J x g sur K,\g-l(O) et 0 
en dehors). Si i&, est muni de la norme definie par 
alors Mg est un espace de Banach dont la norme est plus fine que la 
norme de la convergence uniforme. 
Nous nous proposons de montrer que si p opere de facon born&e sur 
A/K, u K, , pour tout g t 1TK2 , on a Mn -z C,(K;,g--l(O)). 
Supposons d’abord que AiK, u K, ne soit pas autoadjoint; il 
suffit, grfce au theoreme de Hahn-Banach, de montrer que, pour tout 
E > 0, et toute mesure p port&e par P(K,\g-l(0)) (et (m&me par 
P(Kl\s-‘(o))\(Kl\~-‘o)) compactifie de Stone-Cech de K,\g-l(O), 
et tout 4 E C[,L?(K,\g-l(O))] d e norme inferieure B I, il existe I/& un 
multiplicateur de g dont la norme est major&e independamment du 
choix de E, p, et I/J et tel que 
Pour tout E :i 0, il existe n, tel que (l/n,) < E; puisque y n’est pas 
de classe Cl, comme nour l’avons vu precedemment, il existe une suite 
(~~1 de nombres complexes convergent vers x et une suite {r,> de 
nombres strictement positifs telles que, pour tout w E c et tout n tel 
que si j w - x, ! < r, , on ait 
1 p)(w) - cp(x,)’ < I/(n,, +- n) 1 w - x, si n pair 
1 9)(w) - y(xn) - (w - xn)i < li(n, + n) j w - x, I si n impair. 
Pour tout E > 0, et tout y E p[Kl\g-l(0)], il existe un voisinage V, 
de y tel que, pour tout z E V, , on ait 1 $(y) - $(z)\ < E; de ce 
recouvrement, on extrait un recouvrement fini (V, .)i=l,,..,n ; il existe 
alors une famille {O,)i=l,. ,. )I d’ouverts de P[K,\ge2(0)] d’adherences 
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disjointes telles que Ii p jj - j p /(uL, SJ ,< ~,‘2; il existe enfin, pour 
tout i, une suite {IT:“‘> de compacts de Oi n [K,\g-l(O)] disjoints 
telle que 
pour 4 3 2. 
Soit maintenant p E C(&=N;Z=,,9L Fjq’), constant sur chaque Fi”’ et ne 
prenant que les valeurs 0 et 1 et notons Tl = p-‘(O) et T, = p-‘(l) 
l’application f definie sur (Ji,rlFky’ par f (Tl n Fiy)) = {x2,) et 
peut se prolonger en une fonction continue sur Kr telle que 
f(Kl n &) = {x). 
Notons f * 1’ClCment de A/K, u K, tel que f *;K, = f et f * o x = 
f */K, (pour la definition de cette application, se reporter au Chapitre 
1, Paragraphe 5.); remarquons qu’il existe il4 telle que /) f * // < M 
oti M ne depend que du choix de la suite {xJ initale. Puisque 9 opere 
de facon born&e sur A/K, u K, , 9) 0 (f * + g) E A/K, u KS et la 
fonction definie sur K,\g-l(O) par v o cf * + g](K,) - pcf * + g] o x(k,) 
se prolonge en une fonction de A/K, v Kz nulle sur K,* dont le 
norme est bornee par une constante ne d&pendant que de F et de 11 g /I. 
Si on pose alors 
ah hg E IKF , autrement dit & est un multiplicateur de g dont la 
norme est major&e par une constante ne d&pendant pas de g (il apparait 
dans un premier temps que la norme de $r est major&e par une 
constante ne faisant intervenir que I/ g I/; par homogCnCitC, on en deduit 
que la constante ne depend pas de // g [I). 
Remarquons alors que p - & est une fonction continue sur (J Fly’ 
nulle a l’infini et dont la norme uniforme est inferieure a E. 
Un raisonnement d’enveloppe convexe permet alors d’obtenir, 
via les remarques initiales que M, = Cb(Kl\g-l(0)), et la norme de 
I’identitC Cb(K,\g-l(0)) -+ M, est born&e independamment de g. 
La demonstration du cas ou A/K, v Kz est autoadjoint, obtenue en 
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modifiant la demonstration du Paragraphe 3 de faGon analogue a ce 
qui precede est laissee au lecteur. 
Notons N la borne superieure des normes de l’injection naturelie 
C,(R,‘,g-l(0)) --f M,, . 
Soient 9 une fonction localement lipschitzienne et f E d/K, u K?, ; 
il s’agit de montrer que q~ 0 f E A/K, u K, et que sa norme est majoree 
par une constante ne d&pendant que de la norme de f: on reprend la 
demonstration du Resultat 2”, en remarquant de plus que la fonction II, 
dCfinie par 
est bornee par le coefficient de I,ipschitz de q dans la boule de centre 
0 et de rayon Ilfil,f, ce qui montre que F opere de facon born&e sur 
A,IK, u K, . 
6. Le Calcul Symbolique SW L’espace des Parties Re’elles 
Puisque l’espace des parties reelles est B valeurs reelles, le calcul 
symbolique est en fait un ensemble d’applications sur un ouvert de 
R dans R. Nous signalons ici les r&hats qu’on obtient; Ieur ddmon- 
stration est tout a fait analogue a ceux des resultats precedents, aussi 
ommettons-nous de demontrer ces resultats. 
PROPOSITIOIL' 1’. Soit (A, X) une algebre uniforme, soient K, et K, 
deux compacts d’interpolation pour A tels que K,\Kz soit complttement 
discontinu, alors le calcul symbolique sur Re AikrI u hi est, soit les 
fonctions continues, soit les fonctions Eocalement lipschitxiennes, soit les 
fonctions continGment dr@rentiables. 
TH~OR~ME 2’. Soit (A, X) une ulgebre uniforme telle que X soit 
m&&able, bent K, et K, deux compacts d’interpolation pour A, alors 
le calcul symbolique Re AjK, u K, est, soit les fonctions continues, soit 
les fonctions localement lipschitziennes, soit les fonctions continiiment 
&fh!rentiables. 
COROLLAIRE. Soit (A, X) une algebre uniforme telle que X soit 
m&sable, soient K, et K, deux compacts d’interpolation pour A; si 
Re A/K, u K, est re’ticule’, alors A/K, u Kz est autoadjoint. 
Demonstration. Si Re A/K, v Kz est reticule, toutes les fonctions 
COMPtlCTS D'INTERPOLATION: CALCUL SYMBOLIQUE 271 
localement lipschitziennes operent sur Re A,:K, u Kz done, puisque 
Re A/k; u K, est separable, on a 
Rc .-li’k; u h-z := {fe C,(li; u A-& I.f(&) -.f(h,)l 2; O[p(& , k,)]), 
soit encore 
done A;K, u K3, est autoadjoint. 
Enfin, l’tquivalent du Theo&me 3: 
'r~60RiWE 3’. Soient (A, X) une algibre uniJbrme, KI et K, deux 
compacts d’interpolation pour A, alors le calcul symbolique bornC SW 
Re A/K, u & est, soit les fonctions continues, soit les fonctions localement 
lipschitziennes, soit les fonctions contina2ment d&@rentiables. 
CHAPITRE 3. CAS PARTICULIER DE L'ALG~BRE DU DISQUE 
1. PrPsentation 
Nous allons montrer que, dans le cas particulier de l’algebre du 
disque, nos problemes de calcul symbolique ne font intervenir que des 
classes de fonctions lipschitziennes. Le resultat que nous Cnoncons 
cidessous entraine en particulier (d’apres le chapitre precedent) qu’il 
y a alors dichotomie pour le calcul symbolique sur l’algebre restriction 
a l’union de deux compacts d’interpolation; mais en fait cc resultat 
montre bien plus: pour un sous-compact du disque ferme, le fait d’etre 
union de deux compacts d’interpolation se caracterise par le calcul 
symbohque sur l’algebre restriction. 
Rappelons tout d’abord quelques notations: on note D le disque 
unite ouvert de C, D son adherence dans C et U sa front&e; on note 
A(B) I’algebre du disque, c’est-a-dire l’algebre des fonctions continues 
sur D analytiques dans D. 
On se propose de demontrer le resultat suivant. 
rr~i~~k~~. Soit E un ferme’ de D. Alors les deux assertions suivantes 
sont e’quivalentes: 
(i) E est l’union de deux compacts d’interpolation pour A(D); 
(ii) il existe 0 < E < 2 tel que A, opbre SW A(n)‘E. 
(On rappelle que A, designe I’espace des fonctions [cl-fois differen- 
tiables (oti [c] designe la partie entiere de C) dont la differentielle 
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f[<J d’ordre [c] vhifie: il existe A4 telle que, pour tout x et y E C, on ait 
Jf’qx) -f’Q)] ,( M J x - y yrq. 
2. Cas des Ensembles (inijormement Discrets pour Ia Mt!trique Pseudo- 
hyperbolique 
On obtient tout d’abord 
LEMME 1. Soit E un fermi de Ii uniformtment discret pour la 
mttrique pseudohyperbolique d@nie SW Ii par l’algtbre du disque et tel 
que E n T soit de mesure nulle. Si E n’est pas un compact d’interpolation 
pour A(D), alors, pour toute suite (n,} de nombres re’els tendant vers 
l’infini, il existe une suite {An}lLtN de parties jinies de E n D disjointes 
telle que 
(i) il existe x, E A,, tel que si e, est d@ni par e,(x,) = I et 
e,(A,\{x,}) = (0)) on ait II e,L IL(D,)~.,,~ ;> an ; 
(ii) pour toute suite convergente (X,) de nombres complexes, il 
existe f E A(D) telle quef(A,,) = (X,). 
De’monstration. Remarquons tout d’abord le fait (facile B justifier) 
qu’on peut se restreindre au cas oh E est l’image rkciproquc de 0 
par une fonction de A(D), auquel cas JJaEEnDinzO )a j converge. 
Supposons qu’il existe pour un certainj E N une famille (A,),=,, ,..,j 
de parties finies de E n D disjointes, une famille (fn)n=l,...,i de fonc- 
tions de A(@ et une partie Bj , complkmentaire dans E n D d’une 
partie finie telles que 
(01) la condition i) soit vCrifiCe pour n = 1, 2,..., j; 
(/3) i;fil 11 < 1 -t- 1;2??, fJAk) = 1 si k < n et fJ-4) = 0 
sin <k <j; 
(Y) fn(Bj) = 0. 
Puisque Bi est le complkmentaire d’une partie finie de E n D, 
B, ne vtrifie pas la condition de Carleson, autrement dit il existe une 
partie finie A,.,.l de B, et X~,.~ E Ai+1 tels que la norme de eitl (ob 
ej+I(xj+I) = 1 et ei+,(Aj,,\(x,+,)) = (0)) dans A(D)/Aj+.l soit sup&i- 
eure Q ~l,+~. Puisque (J’,‘_‘, A, est un ensemble fini, c’est un compact 
d’interpolation de A(B) de pente cjtl ; il existe d’autre part une 
partie Bj,.l complkmentaire dans E n D d’une partie finie telle que 
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il existe done une fonction f 1, r de A(D) de norme 1 nulle sur Bj_ r telle 
que 
Mais il existe gi ,-r E A(D) telle que gj .~,,‘&rr A,, = (1 fi ,~,). u:zLtr A,,, 
et Ij gj+l ~1 < 1 + (I /2i+1)(uki A,,, 1 est un compact d’interpolation 
de pente cj+r) et alors la fonction fi, r = f;+r x gin; r verifie 1; fj+r !I < 
I T (1.:2j--‘), fi.,&4,) = 1 si k < j f I et fj~~,(Bj._l) = 0. 
On montre ainsi qu’il existe une famille [A,JnEN de parties de E n D 
disjointes et une famille (f7J,~EK de fonctions de A(D) telles que (i) 
soit verifie pour tout n et quefn(Ak) = 1 si k < n etf,,(A/,.) = 0 sinon. 
Ce lemme nous permet d’obtenir la proposition suivante qui 
caracterise les compacts d’interpolation parmi les compacts uniforme- 
mcnt discrets pour la pseudo-metrique hyperbolique. 
PROPOSITION 1. Soit E un fermi’ de D uniformCment discret pour Ia 
me’trique pseudohyperbolique dkjinie SW D par A(D); si toutes les fonctions 
indkjiniment dz$@entiables optrent SW A!E, alors E est un compact 
d’interpolation pour A(B). 
Dkmonstration. Puisque toutes les fonctions de classe C’ operent 
sur A(D),E, il est clair que E est I’image reciproque de 0 par une 
fonction de A(D); done E n T est de mesure nulle soit encore un 
compact d’interpolation du spectre de A(D); considerons alors dans 
R? les disques de centre (I :2”, 0) et de rayon d’(2”-a) (ou 
et v une fonction de classe C” nulle en dehors de ces disques et stricte- 
ment positive aux points (l/2”, 0); grdce au lemme precedent, si E 
n’est pas un compact d’interpolation de A(D) et si (Y, = n,‘(~(1/2~~, 0)), 
alors il existe {A,] une suite de parties finies de E n D verifiant les 
conditions du Lemme 1; notons x, le point privilegie de A,, , il 
existe une sous-suite {x$(,)} de la suite [x7J telle que 
Soit alors h E A(D) telle que h(&,,)) = I /2+(7~)-12 et posons 
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Pour montrer que 9 of$ A(D)/& on remarque que la norme de sa 
restriction a d60S) est suplrieure a $(n) done a fortiori a n. En &et, 
f(X&)) -- 4h(‘&,)) -= P(“) et ‘P ~f(&(,d\(Xd,(d)) = :Oj done la 
restriction def B A,(,,) a une norme majoree par 
3. Dthonstration du T&o&me 
Nous allons, avant la demonstration proprement dite du theortme, 
montrer que A, n’opere pas sur I’union de trois compacts d’inter- 
polation (si du moins CL K 2). 
LEMME 2. Soient (xn), (y,,,) et (zn.> trois suites de points de D locale- 
ment jinies dans D telles que 0 < p(x, , yJ ---f 0, 0 < p(yTL , x,,) --f 0 
et 0 -:: p(xw , zn) --j 0, alors si N c 2, la fonction qa dt!jinie dans R2 
par cp(x, y) = 0 si x < 0 et 9(x, y) :: x” si x Np 0 n’ophe pas szw 
4m~‘%J ” h) ” hz:- 
De’vnonstration. On peut supposer que les suites verifient P(x~, y,), 
P(G p +J et ~(3’~~ y 4 sont inferieurs a sin 7r/12. Pour tout n, designons 
par T, l’application definie sur D par 
le triangle form& par 0, T,( y,J et T,(z,) a au moins un angle superieur 
a 7~13; soit v, le sommet d’un tel angle; I’image du triangle precedent 
par l’application T,’ definie sur D par T;(z) = (z --- v,:l -- rig) a 
un angle en 0 superieur a ~i4 (on utilise que les distances pseudo- 
hyperboliques des points sont petites). 
Notons X, = Tn’)-l 0 T, -l(O), Y, et 2, les deux autres points du 
triplet (x7& , yl, , G) tels we PC& , Y,) f P(& , Zd 
11 existe une sous-suite convergente (vers un point x) {Xhcn,) de 
(X,) telle que si 
soit suffisamment proche de 1 pour que les images des triangles 
(X, , Y, , Z,) par l’application B definie sur D par 
soient des triangles dont l’angle en 0 soit superieur a T/S. 
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I1 existe une fonction f E A(D) constante sur chaque triplet (X&t,) , 
~‘&) > -GbL,) nulle au point x et verifiant 
I.f(Y&(,))’ =- :f(Z$(n))’ > [/3(X&) , Z&J” pour x’, 0 < x <: (29) - 1. 
On considere alors la suite 
vW&,) x .fGd>: I wd?zd x .fG&,)~ 
et X une valeur d’adherence de cette suite; on voit aisement que soit 
pour p = A- e 1 i(7*~2) soit pour p -= h--re-i(s-j12) il existe un ensemble 
infini A C N pour fequel si n E A, on a 
(1) I Arg(~B(S(,))fz~c,)>: c: rf 3 
(‘4 Re(dVu)f( G,,))> G 0. 
Pour conclure, on remarque que si 12 E A, 
Pn o rdvl(-Lcn,) =: Pcl c rPwl(~-icd) = 0 
et 
(il suffit pour le voir de decomposer g sous la forme g = Bh oti 
h E A(n) et ne s’annule plus dans II et B un produit de Blaschke, or 
B contient comme facteurs 
done qx n’opere pas sur A/(fS)i(xJ u (y,,). u (z,,). 
DPmonstration du The’ort?me. 
(i) * (ii). Si E est I’union de Kl et K, deux compacts d’inter- 
polation pour A(D), notons K,’ = K,\[K, f~ K, n D]; puisque 
Kl n D est form& de points isoles de Kl , on voit que KL’ est compact 
et que K,’ IT Kz C U; tout point de K,’ n K, &ant un point pit pour 
A(D) aussi d’apres le corollaire du Paragraphe 4 du Chapitre 1, le 
calcul symbolique sur A(D)/E est l’espace des fonctions localement 
lipschitziennes. 
(ii) 3 (i). Pour ce faire, nous appellerons boule de p-rayon 6 
et de centre z E D l’ensemble des points w E D tels que p(z, w) <: 6. 
580/2r!3-3 
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D’aprk le Lemme 2, il existe 6 tel que toute de p-rayon S contienne 
au plus deus points de E. Considkrons alors (A,,) un systgme maximal 
de boules de p-rayon 6.2 disjointes centrkes (au sens de la mcitrique 
pseudohyperbolique) en des points de E. Comme on le voit ai&ment 
g&e A la maximalit de la famille (A,,,), l’ensemble (E n D)\U,tsN A,, 
est un ensemble uniformkmcnt discrct pour la mktrique pseudo- 
hypcrboliquc ct de plus, tout point de cet ensemble se trouve B une 
distance hyperboliquc supkrieure B 6 de tout point de E n (U,, il,,l). 
Xotons alors C: l’ensemble des centres des p-boules A, et R :: E\ C; 
on voit que c’ et l? sont discrets pour la mktrique pseudohyperbolique. 
Or, toutes les fonctions continfiment difkcntiables opkrent sur 
A(D) C? [resp. L4(,!?j) R] d one grike B la Proposition 1, c[resp. B] est 
un compact d’interpolation pour A(D). C.Q.F.D. 
4. Kernargue SW Ie Htsultat Prkkdent 
Si, commc nous l’avons rcmarqu6 dans le Chapitre 2, lcs fonctions 
localemcnt lipschitziennes n’opkrent pas forckment sur l’algkbre 
restriction B I’union de deux compacts d’interpolation m&me si 
l’algkbre est fondamentalc, on peut se demander si le fait que lcs 
fonctions localement lipschitziennes opkent sur l’algkbre restriction B 
un compact du spectre d’une algkbre uniforme assure que le compact 
est une union de dew compacts d’interpolation. I1 n’en est rien, commc 
le montre l’esemple suivant. 
I1 existe (A, X) une algkbre uniforme, jx,,j, (y,,) et [z,J trois suites 
d’interpolation disjointes conaevgentes de X telles que 
P(.Y,, > .Y,i) =;> 0 ct P(~%z 1 =J ,;z+ 0 
et pourtant que toutes les ,fonctions localement lipschitxiennes opbvent 
STlY A’$,,] u py,,) u (c/J. 
On prend pour A l’algkbre des suites de couples (fi, , gn) de fonctions 
de A(o) telles quef,&(O) ~- gIL(0) et que (‘,I et [gll,> soient des suites 
convergeant uniformkment sur D vers une m&me constantc. La suite 
[xn) sera form&e par la suite des &valuations {f,(O)}, (yllj par celle de 
IfAl, n>1, et !%J P ar celles de [g,&(l !n)). 
11 suffit de remarquer que h E A/{x~,> u (m} u (zJ si et seulement 
si h;(x,j U {yll) E A/{x,,) U (y,) et h/(x,) U {z,) E A/(x,} U (27%) et 
que (xJ’,,(xll) est un point pit pour A. Le corollaire du Paragraphe 4 
du Chapitre 1 donne alors le rksultat. 
11 n’en est pas moins vrai qu’on obtient par exemple le rkultat 
suivant, bien partiel, il est vrai. 
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PROPOSITION 2. Soient (A, X) une algtbre fozdamentale (on dit 
qu’une algibre (-4, X) est une algibre fondamentale si tout point du 
spectre de A admet une mesure reprhentative unique SW la front&e 
de Silos? de A) et K une suite convergente de X. S’il existe 0 -Z 1 -:: 2 tel 
que A, opbe de faGon bornbe SW toute boule de A ‘K, alors k- est l’union 
de deux compacts d’interpolation pow A. 
Pour obtenir ce rksultat il faudrait reprendre la dtmonstration du 
7’hCor~me I et exploiter le fait que la “condition de Carleson” reste 
\.raie pour les algkbres fondamentales, sous la forme suivante: si 
-[s,,) cst une suite convergente de points de X telle que 
Inf j-J p(y, z) ;, 0 
l/EL.,,: YC!.)‘$ ,‘, 
alors [x,,) est un compact d’interpolation pour A. 
C~IAPITRE 4. 
SUR ~'U~ron- L)E I'LUS DE DEUX COMPACTS D'INTERPOLATIO?; 
1. PGsentatio?z 
Dans ce chapitre, nous montrons sur un exemple que, pour une 
union de trois compacts d’interpolation, il existe une infinitk de 
possibilites pour le calcul symbolique; en fait, toutes les algebres 
A,(1 < s < 2) apparaissent. 11 est done clair que des resultats du 
type p&&dent ne peuvent pas se ghkraliser A plus de deuv compacts 
d’interpolation. 
2. CTn Exemple D’union de Tyois Compacts D’interpolation 
1,‘idCe de la construction qui suit est de former des unions dc trois 
compacts d’interpolation “intermediaires” entre le cas de l’algebre du 
disque et l’exemple signali: B la fin du chapitre precedent. 
I’rtcisCment, on obtient: 
11 existe une algt?bre uniforme (A, X) (avec X me’trisable), k; et Kz 
deux compacts d’interpolation pour il tels que, pour tout 1 .:< 3 5: 2, il 
existe un compact d’interpolation pour A, K3 (*’ tel que le calcul symbolique , 
(on pourra remarquer qu’ici calcul symbolique et calcul symbolique borne’ 
coihcident, done on obtient le mt?me r&&at pow le calcul symbolique 
borne’) SW A/k; v k’ u k-$) soit l’ensemble des .fonctions appaTtenant 
locatement d A, . 
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Premihe &ape. Construction de A, et &de du calcul symbolique 
sur A,:‘K, . Soit 1 ::- 1 1, 0. On definit A, l’algebre des suites de 
couples tfVl , g,,] de fonctions de A(D) [l’algebre du disque] verifiant 
fn(0) = gJ0) et telles que la suite (f,) converge vers une fonction’de 
A(D) et que la suite {gJ converge vers une fonction constante. Xotons 
Y le spectre de A, . Y contient une partie dense homeomorphe a 
N >( A (oil d designe l’union de deux disques dont les centres ont CtP 
identifies. On considere dans FV x B les suites [x.,J, fy>,j et [z,$) definies 
comme suit: 
s,, est l’evaluation def,, au point 1; 
yjl est l’evaluation de f,? au point Z( I ~- 1 n): 
zlL est l’evaluation de g, au point 1.1. 
L’adherence dans 1’ de chacune des suites [.x,J, 
compact d’interpolation pour A, . Notons K, l’union de ces trois 
compacts d’interpolation. Kemarquons tout d’abord que si y opere sur 
A,,‘K,, alors cp opere a fortiori sur A’(x,J U (y,>; puisque Y est 
metrisable et que AE,I{zn> u (ytlr - > z-b L4’, on a vu dans le Chapitre 2 que 
seules des fonctions continument differentiables operent sur 
done 9 est continument differentiable. 
D’autre part, si 9 opere sur A,iK, , puisque K, est en quelque sorte 
“l’empilement” des triplets {x,, , y,& , zN), pour tout fermi: F tel que 
d(F, C G) >, 1 -I- 1 oti d(F, C fi) designe la distance de P au comple- 
mentaire de 0, ouvert oh est definie la fonction y) il existe M(F) telle 
que, si f,,(~,,), f,( yJ et g,(z,,) appartiennent a F et si la norme de 
[f,(x,,), fn( y,!), g,(z,,)) dans A r:(x),, y,? , c,J est inferieure a ; F : -;- I + I 
alors la norme dans AZ/(x,, , y,, , z,,j de 
sera infkrieure B M(F). 11 suffit alors d’appliquer la remarque 
precedente a la fonction f definie sur K, par f(x,) = x, f (y,,) = 
x - u/n etf(zn) = x -L 21. On en deduit aiskment que 9) verifie en fait: 
,/ dlp.T-l.11 - dcp, / :< M(F) 17-1 si / zf I 5; 1. 
Deuxitme Ctape. Construction de A et des compacts d’interpolation. 
Soit {(J une suite de nombres strictement positifs tendant vers 0 et telle 
que t ,,(, -.I, I,, > 6 :-- 0 pour tout n E N. L’alggbre A est l’algebre des 
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suites de fonctions de A, qui convergent vers une constante (c’est-A- 
dire, il existe )I E @ tel q;e Sup, 1 fn - h ! -+lL+m 0). 
Le spectre de .4 s’identifie a:ec le compactif% d’Alexandroff de 
N >. 2; oti Y est homkomorphe au spectre de chacune des algkbres 
il, . Les compacts K1 et K2 sont obtenus respectivement comme 
l’adhkcnce des unions de suites {xfl} et (yJ dtfinies prCc&demment; 
quand au compact Kk’, il est I’adhCrence des suites (z,,) (dont la 
dkfinition dCpend de a>. Chacun de ces compacts est un compact 
d’interpolation (d’ailleurs isomktrique) pour A; en reprenant l’argu- 
ment “d’empilement” prCcCdent on montre que si ye opke sur 
A/K, u Kz u KY), alors p? vPrifie jl dvs~, 1c - dy, jj < M(F) e&-l pour 
tout 72 tel que 1 21 1 ,( I,, . Le choix de la suite I,, nous permet alors 
d’affirmer que 
autrement dit, 9) appartient localement B /l, . 
APPENDICE: INTERPOLATION ET DEPRIVATIONS PONCTLJELLES 
I. Prksentation 
Rappelons tout d’abord que si (A, X) est une alg6bre de Banach de 
fonctions, une dCrivation de A en un point “rO E X est une forme 
linkaire d sur A vkrifiant la formule de Leibnitz: 
pour tout (J, g) E ;I; 
on dira que d est une dkrivation continue si elle est continue pour 
une norme d’alg?bre de Banach pour A. 
Nous nous proposons essentiellement de montrer dans ce chapitre 
le rtsultat suivant. 
THI~OR~ME. Soient (A, X) une a@bre de Banach de fonctions et K 
un compact d’interpolation pour A. Alors pour tout f E C(K), il existe 
JE A telle que: 
(i) la restriction def” ci K cokwide avec f; 
(ii) pour tout h E K et toute dkrivation continue de A au point 
h, d(f) = 0. 
Nous dirons par la suite que f admet un prolongement plat & ,4 
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s’il existe un Clement de A verifiant les conditions (i) et (ii) du theoreme 
ci-dessus. 
Ce resultat a et& annonce dans [5]. 
2. lin Rtsultat pour les Algt?bres de Banach 
Nous montrons dans ce paragraphe, 
PROPOSITION 1. Soient A une algibre de Banach commutative 
unitaire et I un id&al fermi’ de A; notons q la surjection canonique de A 
SW A:I. Si un kle’ment x de A!I vtTri$e, pour un choix conaenable de 
M et E :‘> 0, 
,’ 9 1: .< f%f(l + , 77 i)li:‘-’ pow tout n E Z, 
alors il existe 5 E A tel que 
(i) q(Z) =- X, 
(ii) pour tout CltGnent h du spectre de A:I et toute dPriaation 
ponctuelle continue d de A au point h 0 q, on a d(x”) = 0. 
Remarque. De plus, nous verrons dans la demonstration que si 
E = 1,‘3, on a de plus, 
Soit encore 
(Ici, une derivation d’une algebre de Banach en un point @ de son 
spectre designe une derivation au point @ de l’algebre de Banach de 
fonctions: (A, Sp A), ob A dbigne la representation de Gelfand de A). 
De’monstration. Puisque 11 x/t /( < M(l + / n i)ri3--E, il existe une 
famille b4~ d’tlements de A telle que q(yn) = x” et /I y, // < 
ZM(1 -f- 1 n /p-f; soit cp l’application de Z dans B definie par 
cp(p) = -2p ‘- 1. 
La serie de terme general (( 1 /211i1)( y,,(r))” ysnT1(l)],l +, est 
convergente; en effet, on a 
jl(y,?J x J’,n~,(l, Ij < (1 + j $(l)l)“/“-” x (1 + ’ tph+‘(l)ly3-~ (2144)3 
- (1 + \ lpx(l)l)2~3--2~ X (2 + 2 i Cph(1)1)113-’ (2AZ)” 
- (1 + I lpx(l’)‘)‘-~ ;“ 2113-c (2lw", 
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et enfin (1 + [ @i-1(1)i)1-’ < 2l-c(1 + 1 @(l)l)l-‘, ce qui montre que 
la norme du terme g&n&al est dominCe par une sCrie gComCtrique de 
raison 2-G. On pose alors 
1 = (312) [yl t j, ((--I )72’*)(Y,q ,)’ Y<o;l(,,l. 
Remarquons tout d’abord que chaque terme (yV~-l(l~)z~‘9~(l) est un 
prolongement de x, en effet 
q(2) = (312) 
[ 
x + i ((-1)X/2X)x 
,I -=l I 
= (3/2)x x f ((-1)X2”) =: .Y. 
I! -0 
I1 nous reste done g montrer que x” vkrifie la condition (ii): soit d une 
derivation continue en un point h 0 q (oti h est un &ment du spectre 
de A I), 
Or le terme entre parenthhses est nul puisque 
done d(Z) = 0, ce qu’il fallait dkmontrer. 
Avant d’appliquer ce r&&at aux compacts d’interpolation pour une 
algkbre de Banach de fonctions, montrons par un exemple que ce 
r&&at est, en quelque sorte, le meilleur possible. 
3. F’rolongement Plat et Croissance des Normes des Puissances 
Remarquons dans un premier temps que si (A, X) est une algkbre 
de Banach de fonctions et d une dCrivation continue en un point x,, 
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de X, on a d(fn) = nf(xJ+l df done si / f (x0)\ = 1 et f est inversible, 
il existe M > 0 tel que 
oh /I * ij dksigne une norme d’algkbre de Banach sur A. 
Si done f est une fonction unimodulaire de A (c’est-i-dire, if(x) = 1 
pour tout x E X), il suffit qu’il existe E i 0 et M tel que 
~ f” Ii < (J -j- !  72, ‘)l-‘, 12 E z, 
pour que f annule toutes les dkrivations ponctuelles continues de A 
en un point 3z E X. 
On suppose maintenant que A est la restriction d’une algi-bre de 
Banach B. On peut alors se demander si la condition prCcCdente est 
suffisante pour assurer qu’une fonction unimodulaire de A admette 
un prolongement plat dans B; il n’en est rien comme le montre 
l’exemple suivant. 
II existe une algdbre uniforme (B, X), K un compact de X tel que 
B/K soit une algibre de Banach saris dirivation ponctuelle non nulle et 
fun tle’ment de B:K ve’ri$ant: 
i.f” ,’ &g k(l .$- n )I:3 pour tout 11 E z, (k E w  
et qui n’admet cependant aucun prolongement plat dans B. 
Considkrons pour cela l’alggbre B des suites de fonctions de A(D) 
qui convergent uniformCment sur D vers une fonction constante. 11 
est facile de voir que son spectre s’identifie au compactifik 
d’Alexandroff de N* x D (oti iW * dksigne l’ensemble des nombres 
entiers strictement positifs). 
On dkfinit alors la suite Ix,%} de points de N* x D par “Y,~ :m= (n, 0) 
pour tout n E IV* et (yJ par yn = (n, 1 in) pour tout n E N *; K sera 
l’adhkrence, dans le spectre de B, de l’union des suites {xrL} et (y,). 
L’a@bre, B:K n’a pas de dkrivation ponctuelle non nulle. Tout 
d’abord, le spectre de B/K s’identifie avec K, puisqu’il existe une 
fonction de B identiquement nulle sur K et qui ne s’annule en aucun 
autre point; on remarque d’autre part que les points x,, et yn &ant 
isol&, B!K n’a pas de dCrivation ponctuelle non nulle en ces points 
(on peut utiliser par exemple le thCor6me des idempotents de Silov) 
Quant au seul point non isolC de K, c’est un point pit (on dit que 
x E X est un point pit pour l’algkbre de Banach de fonction (B, X) 
s’il existe M ::- 0 telle que, pour tout E %P 0 et tout voisinage V de n: 
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dans X, il existef, E B verifiant j/fv iI < IlIfJX) = 1 et lfY(y)j < E 
si y $ V) pour I’algebre B, done d’apres le theoreme de factorisation de 
Cohen [8], il n’y a en ce point aucune derivation ponctuelle de B done 
a fortiori pas de derivation ponctuelle de B/K. 
Soit alors (gp)pEN la suite de fonctions de A(D) definie par g,,(z) = 
1 + p(ei@ - I&, pour tout p E IV*; cette suite de fonctions converge 
uniformement sur D vers la fonction identiquement egale a 1 done 
appartient B B; sa restriction f a K est definie par f(x,,) := 1 et 
pour tout p E N. 
La fonction f E BiK vh$ie la condition de croissonce des normes des 
puissances. 
Soit en efiet (gj:“),j,, la suite de fonctions de A(B) definie par 
gj$(z) = ] f- (p&/P3 -p)- 4. 
Montrons qu’il existe k > 0 tel que suppEN ;I gk) li < k(J + j n /)1/a. 
On a 1; gg’ lj = I + p i tGn/113 - 1 j; si p3 < n 1, on a ein/?)3 - 1 1 < 2 
done 
Or, il existe k > 0 tel que 1 + 2 1 n j1/3 < R(1 + j 12 i)1/3, ce qui 
donne le resuhat escompte. 
La fonction f n’admet pas de prolongement plat d: B. Pour cela, demon- 
trons le lemme Clementaire suivant. 
LEMME. Soient h E A(D) et x E D alors si h(O) = h’(O) = h(x) = 0, 
on a 
Dkmonstration. Puisque h(O) = h’(O) = 0, on a h(x) = 9 x g(z) 
oh g E A(D) et /) g Ij = I! h 11. E n exprimant que h’(x) = 0, on obtient 
2g(r) + xg’(x) = 0, 
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si on remarque alors que [ g’(x)1 < jl g :$(I - i x 1’) (il sufht 
d’appliquer le lemme de SchwarzPick (Caratheodory; Theory of 
Functions II, Paragraphe 290), on obtient 
Soit encore j h(x) < (1 xx ! ilfl!, 2( 1 - , x I”)). 
Soit (hJi,E~ une suite de fonctions de A(@ telle que IzJO) == 0 -= 
h,‘(O) = h,,‘(i: p) d’apres le Iemme, si h,,(i; p) = (A@ - 1) :: h, !j 2; 
i el/Py _ 1 :” 2(1 ~~- I :p’) ;v\ p:$. Or 1 e second membre de cette 
inegalitt tend vers 2 quand p tend vers l’infini, done la suite de 
fonctions (1 :- h,,) nc peut convcrger vers la constante 1, ce qui 
montre que h n’admet pas de prolongement plat B B. 
4. Application aux Compacts D’interpolation 
De’monstration du The’ordme. On sait que sift C(K), est de norme 
uniforme strictemcnt inf@rieure B 1, alors, pour tout E .’ 0, on peut 
Ccrire f :=- x:I,EN h/)x1, ou xv sont des fonctions unimodulaires de 
C(K), A,, E @ et C j A,, -:I I. Pour quc f admette un prolongement 
plat, il suffit qu’il en soit ainsi pour chaque x,~ , mais ce de facon 
uniforme. 
Or /I x,,” ,. < M quel que soient (n, p) E Z x FU, ou i’U’ designe la 
pente d’interpolation de K: grace a la proposition prtcedente, ii existe 
un prolongement plat X,, de x,, ; et il cst facile de voir que pour tout 
E ‘,.* 0, x,, peut etre choisi tel que I; x,, ’ < (3,2)[M + ;%!a] -: E, ce qui 
acheve la demonstration du theoreme. 
Remarquons que si on designe par !I, l’algebre des fonctions de A 
qui, en tout point k t K, annulent toutes les derivations continues de 
A, la restriction a (, des homomorphismes de A dans @ induit une 
application I’ du spectre de A dans le spectre de UK, nous avons 
montre quc cette application ttait injective et meme que r(K) Ctait un 
compact d’interpolation pour (r, , 
Quant a la pente d’interpolation de r(K), nous avons vu qu’elle 
etait major& par (3.2)[M -!- -Wilt oh &! dtsignc la pente d’interpola- 
tion de K. Ce resultat est particulierement peu satisfaisant dans le cas 
oh A$’ --_ I, autrement dit si K est un compact d’interpolation isome- 
trique pour ,4. 
On peut en fait dans ce cas montrer 
PROPOSITION 1. Soient A une algbbre de Banach commutative 
unitaire et k’ un compact d’interpolation isome’trique pour A, alors r(K) 
(cf. d$inition ci-dessus) est aussi un compact d’interpolation isomhtrique 
pour ciln- . 
COMPACTS U’INTERPOLATIOX CALCUL SYMHOLIQUE 285 
Dhnonstration. Comme nous l’avons vu pr&demment, il suffit 
de montrer que pour tout E > 0, toute fonction unimodulaire x de 
C(K) admet un prolongement plat B A de norme infCrieurc B 1 $- E. 
Pour cela, on modifie la formule de la proposition 1 en kcrivant 
oti q3 est l’application de Z dans Z dCfinie par q+(y) = -pq + 1 et 
oil ypn = p~i$~; si ;; yQ I] < 1 + 7], on voit que cette espression 
est bien dt%nie et un calcul fastidieus, quoique simple, montre 
Un choix convenable dep et rl permet d’obtenir 1’ 2, !j < 1 {- E. 
C.Q.F.D. 
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